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平均収穫ゲームにおけるナッシュ均衡の一意性
升田猛
1．はじめに
2．平均収穫ケーム
3．平均収穫ゲームのナッシュ均衡
4．結論と今後の研究課題
1．はじめに
共有地の資源が過剰に利用された結果、パレート最適でない状態に陥ってしまう状況を共有地の
悲劇（"agecj'Qfco加加o"s)という。魚介類などの水産資源が乱獲により枯渇する場合などがそう
である。共有地の資源は、誰でも自由に利用でき、利用者の間で競合がおこる。各経済主体が自ら
の利益のみを追求すれば、互いに外部不経済を与え合い、パレート最適な状態が達成されない。
上記のように生産技術が共同所有される生産経済を平均収穫ゲー ム("vemgeだ〃r"gα"2e)とし
て定義する。各経済主体の投入量の総和により総生産量が決まるが、総生産量は各個人の投入量に
比例して分配される。平均収穫の用語は、MoulinandWatts(1997)による。Watts(1996)が指
摘するように、クー ルノー 寡占(Co"γ"oro/jg"oly)は平均収穫ゲー ムの特殊ケー スとして解釈で
きる。
この論文では、平均収穫ゲームにおけるナッシュ均衡の性質を分析する。各個人の投入量と各個
人の生産量の関係を各個人の生産曲線と呼ぶ。この生産曲線における接線の傾きである限界生産力
が、ナッシュ均衡を特徴づけるときに重要である。異なるナッシュ均衡を比較し、総投入量が少な
くないときのほうが、ある個人の投入量とその個人に比例分配される生産量がともに多くなり、そ
の個人の限界生産力が小さくなることに着目して、そのような個人にとって、投入物は正常財でな
いかあるいは生産物は正常財でないかのどちらかであることを証明する。watts(1996)が、すべ
ての個人にとって、投入物と生産物がともに正常財ならば、ナッシュ均衡が一意であることを示し
たが、その別証明をこの論文で与えている。
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これ以降の論文の構成は以下の通りである。2章で、平均収穫ゲームを定義する。3章で、平均収
穫ゲームにおけるナッシュ均衡の性質について考察する。特に、ナッシュ均衡の一意性に関して分
析する。4章で、結論と今後の研究課題について述べる。
2．平均収穫ケーム
この章では、生産技術が共同所有されている生産経済について考察する。そのような生産経済の
例として、共有地の悲劇やクールノー寡占などが挙げられる。
一種類の投入物と一種類の生産物が存在する生産経済を考える。〃人の経済主体の集合をⅣ={l,
…,"}とおく。ただし、〃Z2である。各経済主伽ENは非負の投入量x’≧0を選択する。総投入量Z
i筐jvxiをxと表す。生産技術/:呪十→況十は共同所有され、総生産量/(x)は各個人の投入量X/に比例し
て分配される。各個人は、投入量Xiのときに､，生産量yi=(x!1x)/(x)を受け取る。生産関数／は二階
微分可能で、任意のxE汎十に対して、/'(x)>0かつ/"(x)<0である')。また、/(0)=0である。投入量
と生産量の組(xi,yi)巨蠅に関する各個人の選好は、投入量Xjに関して非増加、生産量yjに関して非
減少、凸、局所非飽和、連続である。各個人の選好は効用関数勉,:曜→呪を用いて表現される2)。
上記の生産経済は戦略形ゲー ムr={ﾉVI(X)!E",(gi)/筐刑として定義できる。ここで、プレイヤー 集
合ﾉV={1,…,"}、各プレイヤー の戦略集合xはすべての投入量Xiの集合、各プレイヤー の利得関数gi:
剛→別は戦略プロファイルの集合X(=×iejvX)上で定義された実数値関数、gi(x,,…,x")="i(xi,(xi/x)/
(x))である3)｡MoulinandWatts(1997)に従い、戦略形ゲー ムrを平均収穫ゲー ムと呼ぶ。
平均収穫ゲームにおいて､負の生産外部性が存在する。生産関数fに関する仮定から､x>0ならば、
/'(x)</(x)/xが成り立つ。任意の異なるプレイヤー j,ke〃に対して、xi>0ならば、
’/'(x)一也LX |く。ayi(x,,…,x")
???
3xk
である。Z≠/XA==X-iと表記する。任意のプレイヤー jE〃に対して、X/==α’かつx_/<"_/ならば､J//
>6/である。自らは投入量を変更しなくても、自分以外のプレイヤーの投入量の総和が増加すれば、
負の生産外部性を被る。
1)/(x)=在などのように、f'(0)が存在しない生産関数fを排除しているが、生産関数は、[O,oo)で連続、(0,○○)で
二階微分可能、任意のxE(0,oo)に対して、/'(x)>0かつ/''(x)<0であると仮定しても、利得関数の定義と補題
2を若干修正すれば、この論文の結果はすべて成立する。
2)各個人の選好が効用関数を用いて表現される必要はないが、記述を簡単にするためだけに効用関数を導入する。
3)総投入量x=0のとき、平均生産性f(0)/0を限界生産性′'(0)と定義すれば、利得関数はうまく定義される。
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3．平均収穫ゲームのナッシュ均衡
この章では、2章で定義した平均収穫ゲームのナッシュ均衡について考察する。主に、ナッシュ
均衡の一意性に関して分析する。watts(1996)が、2章における選好に関する仮定に加えて、すべ
てのプレイヤーにとって投入物と生産物がともに正常財ならば、ナッシュ均衡が一意であることを
示したが、その別証明を与える。
平均収穫ゲームrにおいて、戦略プロファイル(元,,…,万")EXがナッシュ均衡ならば、任意のjE
Nに対して、戦略元EXは効用"i(xi,(xi/(xi+r_i))/(xi+ヌー i))を最大にする。換言すれば、投入量と生
産量の組(ri,yi)巨蠅が、制約条件y,=(xi/(xi+T_i))/(xi+X_i)の下で、効用"i(x),yi)を最大にする。任
意のjEⅣと任意のx-iに対して、制約条件である各個人の生産関数yi=(xilx)/(x)が、非負の投入量Xj
に関して、狭義に凹ならば、各個人の選好に関する仮定から、制約条件付き効用最大化問題の解は
一意である4)。
制約条件y,=(xilx)/(x)における効用"i(x,,yi)最大化問題の解(元,7i)が、制約条件yi≦(x,1x)/(x)にお
ける効用助i(x/,yi)最大化問題の解と一致することを明らかにし、解の一意性を示す。任意の(x,,yi)
に対して、yi<(xi/x)/(x)ならば、選好は局所非飽和かつ生産量y/に関して非減少であるから、(",,
bi)が存在して、〃i(xi,yj)<"i(q!,6i)かつ6i=(q,lx)/(x)である。投入量と生産量の組(元,7i)と(c,,")が
制約条件y/≦(xi/x)/(x)における効用最大化問題の解であると仮定する。si=(元+ci)/2，ri=(7i+di)/2と
おく。選好の凸性から、〃i(万『，アノ)≦"i(s,,ri)が成り立つ。生産曲線が狭義に凹ならば、ri<(silx)/(x)
である。(3!,ri)は、制約条件y/≦(xI/x)/(x)における効用最大化問題の解であるが、制約条件yi=(xilx)
/(x)における効用最大化問題の解でない。
各個人の生産曲締i=(xilx)/(x)が、非負の投入量Xiに関して、狭義に増加かつ狭義に凹であるこ
とを以下で示す。任意のにⅣと任意のx-iに対して、各個人の生産関数yi=(x,1x)/(x)における限界生
産力をβi(xi)と表記する。xi>0ならば、
pi(xi)=ayi(x:'…,x")
3x!
である。xj=0ならば、
や､｣(x)+（1－÷＝二
pi(xi)一抑悌m(x)+('-÷)z=L}=
）
.f(x)
－
X
/(x_i)
X－j
である。xI>0ならば、生産関数／に関する仮定から、各個人の生産曲線)'i=(xi/x)/(x)における接線
の傾きβi(xi)は正である。さらに言えば、接線の傾きβi(xi)は、投入量X/の増加に伴い減少する。x/>
4)解の存在は保証されない。選好が投入量xjに関して不変である場合を考えればよい。
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Oならば、生産関数／に関する仮定より、
鋤(器〃＝新''(燕)+'2(デ）||州一半|く、
である。
平均収穫ゲームrの特性を次の補題lにまとめる。
補題l任意の異なる戦略プロファイル(万,,…,元,)EXと(r,,…,元")EXに対して、元≦元ならば、プレ
イヤー jE〃が存在して、元i＜えiかつyi＜，′である。
証明元＝戈かつ任意のjENに対して元≧えiと仮定すると、任意のjEⅣに対して元i=X#であるから、(r,,
…,万")≠(X,,…,え")に矛盾する｡任意のjENに対して､元i＜戈iならば､/(X)/r=/(X)/r>0より､yi==元〃(T)/T)
くえ〃(え)/r)=7,が成り立つ。
万くえかつ任意のにⅣに対して7iZｼiと仮定する｡/(T)=Zie,v7,≧Z『筐がi=/(Z)が成り立つ｡/(T)
＜／(え)であることに矛盾する。に"が存在して、アiくｼiかつ元≧元iと仮定すると、/(r)/T>/(r)/X>0
より、アノ＝元(/(元)反)≧戈,(/(X)/X)=',であるから、矛盾が生じる。（証明終）
ナッシュ均衡の一意性の分析において、各個人の生産曲線yi=(xi/x)/(x)における接線の傾き
pi(xi)が重要である。以後、点(x,,yi)における接線の傾きであることを明示するために、pi(xi)を
pi(x,,yi)と表記する。次の補題2は、以下の補題3と定理lの証明に用いられる。投入物の価格をp、
生産物の価格を9と表す。
補題2任意の戦略プロファイル(元,,…,Z,)EX(X],…,元")EXと任意のiEⅣに対して、(T,,…,Z")が
ナッシュ均衡かつ(p/9)=pi(Ti,yi)かつ－〆i+"#≦－〆i+",ならば、〃i(Ti,yi)之",(ri,)i)が成り立つ。
ただし、〃i(元,7i)="i(Xi,)i)であるのは、一成+"=－〆i+"!のときに限る。
証明最初に、任意の/日v対して、(X,,7i)が制約条件yi=(xi/(xi+r-i))/(xi+Z_I)における効用"i(xi,yi)
最大化問題の解ならば、（元,瓦)は制約条件-pxj+"/≦－"+",における効用"i(xi,yi)最大化問題の
解であることを示す。ただし、(p/9)=pi(Ti,7i)とする。
(r,,7i)が制約条件-pxj+似≦－〆i+",における効用最大化問題の解でないと仮定する。(r,,7i)
は制約条件y/≦(xi/(xi+r_i))f(xi+X_i)における効用最大化問題の一意の解であるから、(",,6i)と(q,,ci)
が存在して、6i>("/(cMi+r_i))J(｡i+X_i)かつci=("/(cMI+r_i))/("i+T_i)かつ"i(q!,c/)<"i(ヌノ,7i)＜"i(α『’
bi)である。選好のy/に関する連続性から､(",,di)が存在して､〃i(Ti,7i)="i(",,di)である。(s,,ti)=(入
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Zi+(1－入)"i,入ｱi+(1－入)")とおく。ただし、0＜入＜lとする。選好の凸性より、〃i(X,,7i)≦"i(s!,
/i)である。一般性を失うことなく､ﾇ/<"!とする。このとき､点(元,7i)と点(s,,/i)を通る直線の傾きは、
pi(T,,7i)より小さいから、入を十分lに近づけると、ri<(si/(si+元_i))/(si+r､)である。（弱,7i)が制約
条件y/三(xi/(xi+r_i))/(xi+T_i)における効用最大化問題の一意の解であることに矛盾する。
最後に、－〆i+"i<一風+",のとき、〃j(元『,7i)>"i(Z,,'i)であることを示す。任意の(戈,,7i)に対
して、－p元+"<一風+",ならば、選好の局所非飽和性から、(",,bi)が存在して、〃i("i,6i)>"i(Xi,
>i)かつ－〃i+96i<-pri+",である。（元『,7i)は制約条件一脚/+"j≦－"i+"Iにおける効用最大化問
題の解であるから、〃i(元,7i)≧"i("i,6i)である。よって、"i(元,7i)>"i(Xi,)i)が成り立つ。（証明終）
補題3任意のナッシュ均衡(X,,…,r")EX(r,,…,え")EXと任意のに〃に対して、万三戈かつ元iくえなら
ば、0く元である。
証明元j=0と仮定して矛盾を導く。又=(Xi/r)/(X)=0である。Xj>0より､ｼi=(Ii/X)/(X)>0である。(X,,
…,元")はナッシュ均衡であるから、点(X,,7i)は、制約条件yi=(xi/(xi+X_i))/(xi+X_i)の下で、一意の
効用最大化点である。（元,7i)=(0,0)は制約条件を満たすから、〃i(X!,シノ)>"i(X,,7i)である。他方、補
題2より、(r,,…,元")はナッシュ均衡であるから、"j(Xi,ji)≦"i(元,7i)である。（証明終）
補題4任意の異なるナッシュ均衡(r,,…,Z,)EXと(I,,…,元")EXに対して、元≦えならば、プレイヤー
/日vが存在して、0＜元＜元iかつyi<j7,かつpi(元,7i)>pi(Xi,Ji)である。
証明補題lより、i臣Ⅳが存在して、riくX#である。補題3より、／臣Ⅳが存在して、O＜元iくxiである。
任意のjE〃に対して､O＜ri＜元iならば(元i/r)>(元辰)と仮定する｡0＜元であるから､0＜r≦えである。よっ
て、任意のにⅣに対して、元,家iならば、（班)Z(賊)である。1=Z,E,v(xi/r)>Z,E"(Xi/X)=1より、
矛盾が生じる。
任意のjEⅣに対して､0＜五く戈iかつ(元辰)≦(戈i伝)ならば､yi＜'iであることを示す。ヌー ズである場合、
補題lより、y,＜ｼiである。ヌくえである場合を考える。0く元より、0</(r)く/(I)である。0＜元より、
0＜(元辰)≦(戈i反)である。ゆえに、yi=(元反)/(X)＜(元辰)/(I)=j[である。
)'要)>ﾐｰﾉ㈹＋ (1-=)z=L=p,(",)
｜???
?
,,(珊=苧‘(万十（
が成り立つことを示す。r＝元の場合を考える。O＜元より、/'(r)</(r)/元である。元＜戈iであるから、
pi(ri,yi)>pi(蒻,7i)である。元くえの場合を考える。0＜元くえより、／'(T)>/'(X)>0かつ'(r)/r>/(I)"
〉0かつ／'(元)＜／(え)庇である。（元/元)≦(元/元)より、pi(元,7i)>pi(X,,ji)である。（証明終）
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補題4に基づいて、次の定理lにおいて、ナッシュ均衡が複数であるための必要条件を証明する。
定理l任意のナッシュ均衡(Z,,…,詞)筐Xと(X,,…,戈")EXに対して、(",,…,Z,)≠(X,,…,X")ならば、あ
るプレイヤー/日Vにとって、投入物は正常財でないかあるいは生産物は正常財でないかのどちら
かである。
証明一般性を失うことなく、元≦元とする。補題4より、にⅣが存在して、0<Z,＜元かつyiくｼiかつ
pi(Ti,7i)>pi(Xi,7i)である。点(Zi,y,)と点(ri,7i)を通る直線の傾きを/とする。
pi(T,,7i)＜/あるいはpi(X,,7i)>/を示す。βi(r,,7i)≧ﾉかつpi(ぇﾉ,7i)≦ノと仮定して、矛盾を導
く。補題2より、βi(X!,7i)Z/ならば、〃i(T,,7i)Z"i(えﾉ,)i)である。ただし、等号が成立するのはβ
i(Xi,yi)=/のときに限る。また､補題2より、βi(Xi,7i)≦/ならば､〃i(ri,yi)≦"i(Xi,ji)である。ただし、
等号が成立するのはβi(え『,)i)=/のときに限る。pi(T,,7i)>pi(X,,'i)より、等号が同時に成立する
ことはない。
pi(元,7i)</の場合を考える。このとき、/>pi(ri,7i)>pi(Zi,ji)である。制約条件"i(xi,yi)Z"i(%i,
)i)の下で、(x;,yj)匡蠅に関して、支出一脚i+qyjを最小にする。ただし、(p/9)=pi(Z,,7j)である。
支出最小化問題の解を(f,,'i)とし、最小支出をノルー 〆ーi+",とする。このとき、－〆i+"i<命≦
一成+",が成り立つ。ノル>-"i+",と仮定すると、(X#,7i)は制約条件を満たすから、ルiが最小支出
であることに矛盾する。－”＋のiZ命と仮定すると、補題2より、〃i(元,7i)≧"i(f,,'i)である。他方、
補題2より、（戈,,･･･,元")はナッシュ均衡であるから、〃i(X,,7i)＜脚i(元,)i)である。(2i,'i)は制約条件を
満たすから、〃i(Ii,ｼ,)≦"i(Xi,'i)である。よって、〃i(ri,7/)＜"i(2!,》,)が成り立ち、矛盾が生じる。
元i≦fiであることを示す。fi<r,と仮定する。βi(ri,yi)>pi(X;,',)であるから、補題2より、〃i(X,,
j7i)>"i(ii,'i)である。支出最小化問題の解(ii,'i)は制約条件を満たさない。ズi＜えiから､元i<i!である。
所得が一成i+",から命に増加するとき、投入量はriからぇiに増加する。プレイヤー jENにとって投
入物は正常財でない。
pi(Xi,7i)>/の場合を考える。このとき、pi(元,7i)>pi(元,7i)>ﾉである。制約条件"i(xi,yi)Z"i(r!
,叉)のもとで、支出一脚/+"/を最小にする。ただし、(p/9)=pi(X!,ji)である。同様にして、－〆，
＋のi＜一成i+",≦－pﾇi+"!が成り立つ。
同様にして、f,≦兎である。一成+"!≦－瓜十奴より、》i-瓦≦(p/9)(%!-z)である。(p/9)=pi(X,,
'i)>0より、戈i≦兎ならば、》i≦yiである。yi<),から、’I<j7,である。所得が－pXi+",から一成i+",
に増加するとき､生産量はｱﾉから',に減少する。プレイヤーにⅣにとって生産物は正常財でない。(証
明終）
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平均収穫ゲームにおいて、すべてのプレイヤーにとって、投入物と生産物がともに正常財ならば、
ナッシュ均衡は一意である。定理lは、ナッシュ均衡が存在するとしたら、必ず一意になるという
ことを述べているだけで、ナッシュ均衡の存在を保証していない。
生産関数／は､任意のxE"+に対して､／''(x)<0,各個人の選好は凸であるという仮定の下で､ナツ
シュ均衡の一意性を証明した。上記の仮定において、「/''(x)<0」を「.f"(x)≦0」に、「凸」を「狭
義に凸」に変更しても、ナッシュ均衡の一意性は保証される。
4．結論と今後の研究課題
平均収穫ゲームにおいて、ナッシュ均衡の性質を分析してきた。すべてのプレイヤーにとって、
投入物と生産物がともに正常財ならば、ナッシュ均衡は一意である。すなわち、あるプレイヤーに
とって、投入物と生産物のどちらかが正常財でないならば、ナッシュ均衡は複数になる可能性があ
る。
この論文では、総生産量が各個人の投入量に比例して分配される場合を考察したが、今後の研究
課題として、様々な分配ルールの下で、ナッシュ均衡の存在と一意性に関する条件を求めることは
非常に重要である。また、ナッシュ均衡とパレート最適性との関係を考察することはとても興味深
い。
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